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0 ilosci liczh ztozonych mniejszych od danej wielkosci. Lematy, cd.

Artykut WWl:  Co wiemy o rozmieszezeniu liczb pierwszych?

W artykule Il przedstawilismy 3 sposrad 7 lematow, niezhgdnych do wykazania hipotezy
z Artykutu I:

Niech k oznacza liczhg liczb pierwszych migdzy ni 2n+ 1, a c liczbe liczb pierwszych migdzy n?
i (n+1)?2

Hipoteza:
Miedzy n?i (n+1)?> wystepuje c liczb pierwszych,
¢ jest zhiezne asymptotycznie do wartosci = k

W tym artykule prezentujemy kolejne dwa lematy, ktore poprzedziliSmy czgscig eseistyczng. Stad
pytanie w jego tytule:

Co wiasciwie wiadomo o rozmieszezeniu liczb pierwszych?

Lista jest dosyé¢ kratka: problem rozmieszczenia liczh pierwszych to dla szerszego ogétu jedynie
kilka udowodnionych faktow i olbrzymia kolekcja hipotez.

1.Euklides: twierdzenie o istnieniu nieskoriczenie wielu liczh pierwszych

2.Sito Eratostenesa: a/corytm do wyszukiwania liczh pierwszych

3.C.F. Gauss: Twierdzenie o liczhach pierwszyeh (TLP)

4.P. Czehyszew: dowdd postulatu Bertranda — ,Migdzy n i Zn jest co najmniej jedna liczba
pierwsza”1 poprawka: P. Erdos — , Migdzy n i Zn s3 co najmniej dwie liczhy pierwsze”

Elegancja rozumowania przypisywanego Euklidesowi zachwyca matematykow po dzien
dzisiejszy. Po pierwsze: Euklides zadal wiasciwe pytanie; po drugie: stworzyl odpowiednie
narzedzie do zhudowania dowodu. Zacznijmy od pytania, ktore zadat Euklides: skoro wszystkie
liczhy ztozone sg iloczynami liczh pierwszych, to czy istnieje skonczenie wiele liczh pierwszych?
Mowiac inaczej: czy istnieje skonczona lista liczb pierwszych, pozwalajaca na takie ich wzajemne
wymnozenie, aby otrzymaé wszystkie liczby ztozone?
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L kolei narzedzie Euklidesa to odkrycie, ie iloczyny kolejnych liczh pierwszych
powigkszone o liczbg 1, w dzieleniu przez te liczby pierwsze, lub ich iloczyny muszg rowniez dawac
resztg 1. Sprobujmy podazyé za tokiem jego rozumowania. Zacznijmy od 2x3x5+1=31. Jeieli
teraz otrzymang liczbe 31 podzieli si¢ przez 2, przez 3 lub przez 5, albo wszelkie ich wzajemne
iloczyny, to otrzymamy zawsze wynik dajacy reszte 1. Dlaczego? Kazdy taki iloczyn > 30 musi
zawiera¢ w sobie mnozenie czynnikow 2x5 =10, a tym samym konczyé si¢ cyfra 0. Tak wige kazdy
otrzymany w ten sposob iloczyn kolejnych liczb pierwszych, powigkszony o liczhg jeden musi, w
dzieleniu przez dowolng liczhe pierwsza réing od 2 i 5, dawaé wynik konczacy sig cyfra 0, a wiec
i reszte 1. Wniosek? Albo 31 musi byé liczha pierwszg albo liczha 31 jest liczba ztozong podzielna
przez liczbe pierwszg wigkszg niz 5.

Oczywiscie liczha 31 jest liczba pierwszg i kolejne dwa iloczyny dajq rowniez wynik bedacy
liczhg pierwszg: 2x3x5x7 + 1 = 211, 2x3x7 5x7x11 + 1 = 2311, ale nastepny iloczyn:
2x3x5xTx11x13 + 1 = 30031 jest liczhg ztozona, bedaca iloczynem dwoch liczh pierwszych -
30031 = 59x509 - wiekszych niz 2, 3, 5, 7, 11 i 13. Poniewai takie postepowanie moina
powtarza¢ nieskonczong ilosé razy, stad oczywista konkluzja: liczb pierwszych musi byé
nieskonczenie wiele. Na podkreslenie zastuguje fakt, ze Euklides do dyspozycji miat jedynie
wtasny umyst, i byé moze... liczydto (w matematyce greckiej tego okresu najwigksza nazwang
liczhg byta miriada czyli 10 000, a dalej byto juz jedynie ,mndstwo” miriad).

L kolei Eratostenes proponujac swdj algorytm umozliwit nam istotne przesunigcie granicy
poznania rozmieszczenia liczh pierwszych. Zaproponowat ,sito” do odsiewania chaosu liczh
pierwszych od chaosu ich kolejnych wielokrotnosci, ktore wykorzystujac troche inaczej niz jego
tworca, umoiliwia postulowanie nowej perspektywy hadawczej.

Na niezwykly szacunek i podziw zastuguja wysitki Eulera i Gaussa, ktorzy istotng, a by¢ moze
nawet dominujaca czesé swoich prac badawczych poswigcili zagadnieniu poszukiwania
prawidfowosci w rozmieszczaniu sig liczh pierwszych. Euler uzyskat niezwykly rezultat, ktory dla
niektorych badaczy, stat si¢ dowodem na istnienie Scistych zwigzkow ksztattu otaczajacego nas
fizycznego Swiata z rozmieszczeniem liczh pierwszych. Oto okazato sig, ze pewien iloczyn liczh
pierwszych, w wyniku, daje liczbe w zaskakujacy sposdb powigzang ze swiatem fizycznym -
ksztattem kota:

22 32 52 72 112 132 172 192 232 292 312 372 2

X —— X —— X —— X ...
22-1 32-1 521 72-1 112-1 132-1 172-1 192-1 232-1 292-1 312-1 372-1 6
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Nieznaczna modyfikacja tego rownania, a mianowicie wstawienie w miejsce wyktadnika 2
zmiennej x dato stynng funkcje ¢(x) Riemanna:

2% x 3% x 5% x 7* 11* 13* 17* 19% 23* 29* 31* 37*
2x%-1 3*-1 5%-1 7*-1 11*-1 13*-1 17*-1 19%-1 23%-1 29%-1 31%-1 37%-1

X s

Dopiero jednak badania Gaussa przyniosty istotna wiedz¢ o rozmieszczeniu liczb
pierwszych. Otoz studiujac przez cate lata swojej pracy badawczej tablice liczb pierwszych
poszukiwat on jakiejkolwiek prawidtowosci, ktora mogtaby pokaza¢ rozmieszczenie tych liczb.
Przy tej okazji postawit donioste pytanie dotyczace analizy statystycznej ich liczebnosci — byto
to pytanie o prawdopodobieristwo wystapienia liczhy pierwszej w zadanym przedziale.

Posrdd pierwszych stu liczb naturalnych znajduje si¢ 25 liczb pierwszych czyli
prawdopodobienstwo wystapienia liczby pierwszej wynosi % W pierwszym tysiacu jest ich 168,
czyli prawdopodobienstwo wystapienia liczby pierwszej wynosi = % W 10 000 jest 1230 liczbh
pierwszych dajac prawdopodobieiistwo = % .

Odpowiednio dla 100 000 prawdopodobienistwo wystapienia liczby pierwszej wynosi= 1—10,
dla 1000 000 = % , etc. Ta niezwykia regularnosé statystyczna, z odrobing ,naciaganymi” w

powyiszej prezentacji zaokragleniami, Gauss zapisat doktadniejsza formuta matematyczna, na
ktorg zreszta nie miat dowodu, a ktora zostata nazwana 7wierdzeniem o Liczbach Pierwszych
(TLP): m(W, %

Fakt, ze zaohserwowang przez Gaussa prawidtowosé statystyczng udato si¢ udowodnié
dopiero po uptywie stulecia, najdobitniej pokazuje skale trudnosci, z ktéra zmagaja sie
matematycy w dowodzeniu twierdzen o rozmieszczeniu liczh pierwszych, ale rowniez pokazuje
rangg dobrze skonstruowanej hipotezy badawezej: przez stulecia najwybitniejsze umysty swych
epok pracujac nad dowodem takiej hipotezy daja impuls rozwojowy matematyce.

W prezentacjach problematyki liczb pierwszych zadomowity si¢ jednakie pewne
stereotypy i kalki myslowe utrudniajace heurezg. Juz na wstepie wspomnianych prezentaciji
zwracajq uwage silng akcentacja takie np. opinie: ,tatwo zauwaiyé, ze wraz ze wzrostem liczhy
liczbh naturalnych N ilosé liczh pierwszych bardzo szybko maleje”. Skoro uznalismy, e juz Euklides
dowiodl, ze /liczh pierwszyeh jest nieskoriczenie wiele, to wraz ze wzrostem N ilos¢ liczb
pierwszych moze tylko rosnac, i to do nieskoriczonosci. Statystyka ilosciowa tego procesu,
odkryta przez Gaussa, pokazuje zréznicowanie jedynie jego dynamiki: liczby naturalne generuja
si¢ szybciej niz ich podzhior jakim s liczby pierwsze. Oczywistym wigc staje si¢ pytanie: czy
mozZna wskazac takie podzbiory liczh naturalnyeh, ktorych dynamika przyrostu jest wolniejsza od
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dynamiki przyrostu liczh pierwszych, ale w sposdlh umozliwiajzcy na ich tle efeklywny proces
badawezy? Otoi takie Aryterium doskonale spefniajg kwadraty liczh naturalmyeh. lauwatyt to
jut Euler: ,liczhy pierwsze nie wystgpujg tak rzadko jak kwadraty’.

W 1978r. w porownywalnym zakresie jaki byt dostgpny Gaussowi — rowniez bez dowodu -
wskazano kolejng prawidfowos¢ stalystyczngz: D. Andrica sformutowat hipoteze, z ktorej wynikat
m. in. nastepujacy wniosek, tozsamy z hipoteza Legendre:: , migdzy kwadratami dwoch kolejnych
liczh naturalnych znajduje sig liczha pierwsza’. Matematycy uznali, ze hipoteza, jakkolwiek
wydajaca sig¢ poprawna, jest stabsza od sformutowanej wezesniej hipotezy Oppermana. Utrwalit
si¢ kolejny stereotyp: staba hipoteza.

Takie zwartosciowanie tej hipotezy to jej stygmatyzacja: wyhitny matematyk (fizyk,
genetyk, etc.) udowodnit staba hipoteze? Nawet amatorzy w matematyce stawiaja sobie
ambitniejsze cele. Okazuje si¢ jednak, ze jest fo kluczowa hipoteza - Legendre -, ktdrej glghsza
analiza pozwala na sformutowanie modelu prezentujgcego mechanizm rozmieszezenia liczh
pierwszych. Dlaczego? Iwroémy uwage na fakt, ze... wszysthie liczby pierwsze s3 usytuowane
pomiedzy kwadratami liczh naturalnych. Lauwaimy, ze kwadrat dowolnej liczby, czyli n? musi byé
liczhg ztoiona, gdyi posiada wigcej niz dwa dzielniki: dzieli si¢ przez 1, przez samg siebie czyli
przez n? ale rowniez przez n. Stad oczywisty wniosek: wszystkie liczhy pierwsze muszg byc
rozmieszczone pomigdzy kwadratami kolejnyech liczh naturalmych! Pozostaje wigc jedynie do
wyjasnienia kwestia nastepujaca: z jakg gestosciz pomigdzy kolejnymi kwadratami liczh
naturalnych liczby pierwsze sg rozlokowane... Okazato sig, ze wyniki Gaussa i Montgomery’ego
przekonaly matematykow do hipotezy, ie liczhy pierwsze s rozmieszczone raczej dosyé
rownomiernie. Zaohserwowana jednak przez Legendre prawidtowosé statystyczna wskazywatahy,
ze ta rownomiernos¢ wystepuje rowniez w znacznie krétszych przedziatach niz w TLP. Zwroémy
uwage na nastgpujaca zaleznosé statystyczna: od 0 do 100 to 10 kwadratow liczh ( od 12 do 107),
na ktore przypada 25 liczh pierwszych, co daje srednio 2,5 liczb pierwszych na kazdy kwadrat.
Odpowiednio: 10 000 to 1229 liczb pierwszych i 100 kwadratow, co daje juz srednio 12,29 liczh
pierwszych na kazdy kwadrat.

Wartosci rosna: 10° to odpowiednio 10 000 kwadratow i 5 761 455 liczb pierwszych, czyli na
kazdy kwadrat przypada jui srednio 576,1 liczh pierwszych, zas dla 10" to 10° kwadratow i
24 739 954 287 740 860 liczh pierwszych co daje 24 739 954,3 liczb pierwszych na kwadrat.

Dlaczego nagle w jakims przedziale liczh migdzy dwoma kwadratami miatoby do sasiednich
;wyparowa¢” 25 000 000 milionow liczb pierwszych? Matematycy przywotujy tutaj pewien
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argument, lecz jak pokazemy dalej — Artykuty IV i V — ma on znaczenie jedynie lokalne i nie
wptywa na ilos¢ liczb pierwszych migdzy n2i (n+1)2.
Reasumujac, mamy bardzo silng hipoteze dotyczaca rozmieszczenia liczb pierwszych

w krotkich przedziatach liczhowych (kwadraty liczh), wybiegajaca daleko poza przypuszczenia
Legendre i Andricy: migdzy kwadratami kolejnych liczh pierwszych wystgpuje nie tylko jakas
liczba pierwsza, lecz ich liczebnos¢ wzrasta w sposdb bgdacy zaleznosciy funkeyjng.

W potaczeniu z wnioskami bedacymi konsekwencjq analizy algorytmu Eratostenesa
mozemy sformutowaé hipoteze, ktorej wspomniany juz kaskadowy mechanizm funkcjonowania
prezentujemy w kolejnych artykutach.

Sformutowany przez Bertranda w roku 1845 postulat zaktadajacy wystgpowanie
przynajmniej jednej liczby pierwszej migdzy n i 2n, sytuuje wigc rowniez co najmniej jedng liczbe
pierwsza miedzy liczhami 100 i 200. Jakkolwiek Erdds, pokazat, ze musza byé dwie liczhy
pierwsze, to wyniki rzeczywiste, uzyskane na przestrzeni ostatnich 170 lat najdobitniej ilustruja
frustracje badaczy: migdzy liczbami 100 i 200 znajduje sig¢ 21 liczb pierwszych, a migdzy 100
000 a 200 000 jest juz 8392 liczh pierwszych, rosnac dalej do nieskonczonosci.

Tak wigc to, co udato si¢ dotychczas udowodni¢ o rozmieszczeniu liczb pierwszych
drastycznie odbiega od stanu faktycznego.

Oczywiscie korelacja statystyczna moze byé jedynie silng przestanka do wysuwania
hipotez — w nauce, a w matematyce w szczegolnosci, najistotniejszym celem jest znalezienie jedno
jednoznacznego zwigzku przyczynowo-skutkowego. Aby go wskaza¢ musimy skompletowaé
niezbedne instrumentarium, ktore obejmuje kilka narzedzi z zakresu elementarnej, a nawet
intuicyjnej matematyki.

Narzedziami w matematyce s twierdzenia, ktore uzyte w argumentacji dowodowej, nazywa
si¢ lematami. Pierwsze trzy pokazalismy w Artykule Il. Ponizej dwa kolejne.

Niech neN

Lemat 4: Do wyznaczenia pierwszych dzielnikow kaidej liczby ztozonej < (n+1)2
wystarcza znajomosé liczh pierwszych < n

Mamy wiec nowe twierdzenie, ktore jako lemat orzeka, ze do wyznaczenia wszystkich liczh
ztozonych migdzy 102=100 (n?) i 112 ( (n+1)? ) wystarcza znajomos¢ liczh pierwszych <10 (<n).
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Tym samym dostrzegamy, ze kaida liczha ztozona <121 ( czyli < (n+1)? ) musi byé kolejng
wielokrotnoscia: 2,3,5 lub 7 (wielokrotnoscia liczby pierwszej<n ). Teraz mozemy siggnaé po
kolejne narzedzie ze szkolnej matematyki, zadajac pytanie:

e wiasciwie jest liczh miedzy 107=100 (i#) i 1F ( (n+1F )?

Odpowiedz brzmi:
2x10 (2n):
Niech neN

Lemat 5: llosé liczb w przedziale migdzy n2i (n+1)? wynosi 2n.

tatwo zauwaiyé, ze:
(n*1)2-n2=n?+2n+1-n2=2n+1

Poniewai istota naszego pytania jest pytanie o ilos¢ liczb pomiedzy n? i (n+1)%, wystarczy jedynie
odjaé 1, i dostajemy odpowiedi: 2n.

W tym miejscu, z uwagi na wspomniany wyzej postulat Bertranda, chcielibySmy zwrocié
szczegolng uwage na pojawiajgcy sig zaleznosc: n i 2n — stanowita ona kiueczowg przestankg do
odkryeia zaleznosci funkcyjnej w rozmieszczaniu sig liczh pierwszych...
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